Aplicații ale noțiunii de arie în geometrie

	În acest capitol ne propunem să sistematizăm principalele direcții de aplicabilitate ale noțiunii de arie în geometria plană.
	Înainte de a începe prezentarea unor aplicații pe această temă, să reamintim formulele pentru aria unui triunghi pe care le vom folosi mai departe.
(1) 
;
(2) 
      (formula lui Heron)
(3) 
;
(4) 

(5) 

§1. Determinări de lungimi de segmente rapoarte și constante.

	A1.  Fie  trei cercuri tangente exterior două câte două. Determinați raza cercului interior tangent tuturor cercurilor în următoarele cazuri:
a) 

b)  (
O
1
O
O
2
Fig. 1
)Scrieți o ecuație a cărei soluție pozitivă este raza cercului tangent celor trei cercuri.









Rezolvare: 
a) 

Considerând trei cercuri:  tangente exterior două câte două, aria triunghiului  format de centrele celor trei cercuri este cu formula lui Heron: 

  (Fig. 1)
 (
O
O
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Fig. 2
)	Considerând acum sistemul format din cele trei cercuri tangente, fie O – centrul unui cerc tangent la cele trei cercuri. (Fig. 2)











Punând condiția ca:

,
îl putem determina pe r.

Dacă , atunci: 






b) Folosind condiția de la punctul precedent obținem ecuația în r:


Determinarea razei în acest caz este mai dificilă dar se poate face pe diferite cazuri particulare.

	A2. Fie  un unghi propriu și P un punct în interiorul lui. Să se ducă prin P o dreaptă d astfel încât aria triunghiului format să fie minimă. (Manual geometrie cls. X, 1990)
 (
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β
Fig. 
3
)
	







Soluție: Fie:


	Evident: 






Folosind acum inegalitatea dintre media aritmetică și armonică deducem că:


 cu egalitate când . 

	Acest fapt impune  și de aici rezultă următoarea construcție: Prin P se duc paralelele la laturile unghiului iar dreapta d va fi paralelă cu cealaltă diagonală a paralelogramului format. 








	A3. Fie  un triunghi oarecare,  trei puncte astfel încât: , , , P – un punct din interiorul triunghiului . Fie  astfel încât: . (Fig. 4). Să se demonstreze relația:
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Fig. 4
)
	







Rezolvare: Putem presupune de exemplu că P este în interiorul triunghiului . Cazul când P aparține oricărui alt triunghi din triunghiurile care se formează se tratează analog. Vom scrie următoarea egalitate:


	Avem următoarele egalități:



.
	Analog vom găsi că: 





	Cu acestea egalitatea  se transcrie astfel:





.     Q.E.D.

	Problema aceasta are aplicații foarte interesante particularizând în mod convenabil punctele  și punctul P.

	A4. Să se demonstreze că într-un patrulater inscriptibil  avem:

 (
A
B
C
D
Fig. 5
)     (Teorema II a lui Ptolemeu, Fig. 5)







	Soluție: Scriem aria lui  în două moduri:




	Ținând cont că unghiurile opuse sunt suplementare

. Q.E.D.


	A5. Fie  două drepte egal înclinate pe bisectoarea unghiului A a unui triunghi . Să se demonstreze că:
a) 

b) 
 (
A
B
D
A
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E
B
Fig. 6
)     (Teorema lui Steiner)













Soluție:  






Înmulțind  cu  obținem a).


Împărțind  cu  obținem b)

§2.  Concurența unor drepte.
Aplicabilitatea noțiunii de arie pe această temă intră în conjuncție cu teorema lui Ceva.



A1. Fie  trei drepte concurente a.î. . Să se demonstreze că:

     (teorema lui Ceva) (Fig. 1)

Soluție: Fie P punctul de concurență și .
Cu aceste notații avem:
 (
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Fig. 
1
)




















Înmulțind (1) cu (2) și cu (3) rezultă:

.       Q.E.D.







A2. Pe laturile triunghiului  se construiesc în exterior triunghiurile  astfel încât: . Demonstrați că dreptele și  sunt concurente. (Fig. 2)
 (
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Soluție: Notăm: 




Avem:


Analog găsim că:




Înmulțind (1) cu (2) și cu (3) rezultă:

 și folosind reciproca teoremei lui Ceva rezultă concluzia.


§3. Probleme de coliniaritate.



Înainte de a prezenta două aplicații în această direcție vom face observația că dacă avem trei puncte  și un punct P, atunci  sunt coliniare cu B între A și C .

A1. Să se arate că într-un triunghi picioarele a două bisectoare interioare sunt coliniare cu piciorul bisectoarei exterioare a celui de al treilea vârf. (Fig. 1)
 (
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Fig. 1
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Soluție: Vom arăta că: 


Într-adevăr, din teorema bisectoarei interioare respective exterioare avem:

.




Egalitatea (1) este echivalentă cu:


sau folosind relațiile (2) avem:




egalitate care este imediată. Q.E.D.




A2. Dacă  este un triunghi și d o dreaptă astfel încât: , și  atunci:

       (teorema lui Menelaus), (Fig. 2)
 (
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Fig. 2
)














Soluție: Să notăm: , ,  . Vom pune condiția ca:




Vom exprima aceste arii în funcție de  și aria triunghiului . 
Avem:







	Înlocuind aceste exprimări în (1) se obține:


	De aici rezultă:

 sau

     Q.E.D.
	§4. Inegalități






	A1. Fie  un triunghi , . Să se demonstreze că:

. (Fig. 1)
 (
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Fig. 1
)	













Soluție:
	Vom scrie că:




cu egalitate dacă  și  sunt concurente.


	Să exprimăm de exemplu  în funcție de aria triunghiului . Vom obține:


Analog:






,, ,,  . Înlocuin în (1) și simplificând prin  se obține enunțul.

A2. În aceleași condiții ca la problema precedent să se demonstreze egalitatea:

.
	Soluție: Se observă că:


și ținând cont de relațiile:





,


rezultă imediat relația cerută. Egalitatea are loc dacă și numai dacă dreptele  și  sunt concurente.
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